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Abstract—In classical credibility models, claims are assumed to be independent and identically distributed. In many practical 

situations, however, claims are not identically distributed. In this paper, we present the assumptions of risk heterogeneous portfolio, the 

credibility models with dependent risk structure have been built under exponential principle. By means of the orthogonal projection 

method, the credibility estimator is obtained. The results generalize some well known existing results in credibility theory.  

Keywords—risk heterogeneous, credibility estimator, orthogonal projection, dependent risk 

指数保费原理下具有风险相依结构的 

广义信度保费估计 

张强 1
   吴黎军 2

   张娟 3
 

1)
 石河子大学理学院，石河子，新疆，中国 

2)
 新疆大学数学与系统科学学院，乌鲁木齐，新疆，中国 

3)
 廊坊师范学院经济学院，廊坊，河北，中国 

摘  要  在经典的信度模型中，假设索赔时独立同分布的。然而，在实务中，索赔不一定满足同分布的假设。提出风险异质保单

的假设，在指数保费原理下建立了具有风险间相依结构的信度模型。采用正交投影的方法，得到了指数保费原理下具有风险间相依结

构信度估。这一结果推广了经典的信度模型。 
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1. 引言
 

在非寿险精算中，信度理论可以用来有效地估计未来

保费，其方法是将制定的保费表示为投保人个人的索赔经

历与先验保费加权和。关于经典的信度模型，详细可见[1]，

通常得到的保费估计都是纯保费，但在实务中，保险公司

为获取收益甚至避免破产，收取的保费须具有正的安全负

荷，而不单纯是纯保费。文献[2]在指数加权损失函数下得

到了 Esscher 保费的信度估计。文献[3]修正了[2] 的结果，

                                                        
国家自然科学基金项目支持（资助号：207-60396） 

并给出了 Esscher 保费估计的相合性证明。指数保费原理是

精算学中最为重要的保费原理之一，是除期望值原理之外

满足最多优良性质的保费原理，而且形式上简单。文献[4]

在平方损失函数下建立了指数保费原理下的信度模型，并

多数学者在利用保单组合来预测未来索赔 1iinX 时，通常假 

设 K 个保单风险间是相互独立的。然而，风险之间的独立

性假设仅是实际风险的一种理想化近似，大多情况下风险

之间存在着某种相关。文献[5]在提出一种共同效应随机变

量的前提下，建立了风险间有某种相依结构的信度模型。

文献[6]提出了共同效应相依的信度模型，推广了[5]的结
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果。 文献[7]在风险等相关的条件下，得到了多合同模型的

估计。文献[8]讨论了具有风险相依结构的 Bühlmann 信度模

型。本文考虑风险具有某种相依结构，在风险异质保单下，

引入平方损失函数，并采用正交投影的方法求解最优化问

题，得到了目标问题的最优解，从而在指数保费原理下得

到了具有风险间相依结构的广义信度公式 

2. 预备知识与模型假设 

    若随机变量 X 满足  )][exp()( tXEtM ， Rt ，则

称 X 为损失随机变量。 

    定义 1 损失随机变量 X 的指数保费原理下的保费为 

0)]|)(exp(log[
1

),(  


XEXH  

由于风险参数在保险实务中一般是未知的，通常是

要用历史索赔数据给出的估计。本文考虑保单组合来给

出 ),( XH 的一致估计，假设有 K 个保单组合，其中 ijX 表

示第 i 个投单第 j 个时期的历史索赔数据，在这里

Ki ,,2,1  inj ,,2,1  ，在实务中 in 对于不同的 i 一般是

不相同的。历史索赔数据可表示为 ),,( 21
 KXXXX  ，其

中 ,( 1iXiX ),2


iini XX  。类似于文献[1]，第 i 个投保个

体未来索赔 1iinX 基于样本函数类 ,{)1,(
1
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i RcRc  得到的。本文给出的模型假设如下 

假设 1 在给定风险参数
ii  下，随机变量 ijX , 

inj ,2,1 是相互独立的，且具有条件 

)()|( iji

X ijeE  


和 )()()|( ijiji

X
veVar ij  

 ，

Ki ,,2,1  , inj ,,2,1  。 

假设 2 记 ),,( 1
 KΘ ，具有相同的结构分布函

数 )( ，且在给定下，随机变量 KXXX ,, 21 相互独立。 

假设 3 风险 K ,,1  之间存在相依性，用相关矩阵来

刻画，有
jijiCov   ))(),(( ，其中 ji  ， ,2,1, ji  

K, 。引入下面的记号 

ii   ))((E ， vv i  ))((E ， jij   ))((E 。 

以下是要用到的引理。 

引理 1 随机变量Y 在线性空间 )1,(XL 上的正交投影 

称为非齐次信度估计，即   
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其中YX
是Y 与 X 的协方差矩阵， ),,( 21

 KXXXX  。

证明见[1]。 

引理 2 设 DCBA ,,, 为具有适当阶数的矩阵，则有下 

面的求逆公式，证明可见[9]。 
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3.  信度保费估计 

本文的目标在历史索赔数据 ),,( 21
 KXXXX  下，通

过求解最小化问题 
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来预测指数保费 
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为方便表示，引入 )exp( ijij XY  ，和 ),( 1
 KYYY  ， 

其中 ),,( 21


iinii YYY iY ，此时有 
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得到的估计记作 *),( iXH  。根据引理 1 和 2，很容易得到
*),( iXH  。首先给出下面的定理，为表示方便引入以下记

号 
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个体均值和总体均值分别为 
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    定理 1 在假设 1-3 下，第 i 个合同在指数保费原理下

的信度保费为 
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称为信度因子。 

证明 记 ),,( 1
 KΘ 和 ))(,),(( 1

 K μ(Θ)  

则有 
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运用方差的条件期望公式有 
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通过简单计算可得YY
为 

 
YY

),,( 1 Kdiag    
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           (10) 

其中 ),,( 11 vvdiag
ii nni    。 

由引理 2 矩阵求逆公式，可得 
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由引理 1，结合(6)及(11)可得信度估计 
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故在指数保费原理下的第 i 个合同的非齐次信度估计为 
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注 在定理 1 中，若有 1j ， inj ,,2,1  且 
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，见文献[4]，定理 1 是其的一个推广。 

4.  结论 

本文在风险异质保单下，利用相关矩阵表示现实中风

险相依结构，将目标保费估计限定在经验数据的线性函数

类上，建立了最优问题，并采用正交投影的方法求解最优

化问题，得到了目标问题的最优解，从而在指数保费原理

下得到了具有风险间相依结构的广义信度公式。结果表明，

所得的公式具有经典的信度估计形式，打破了风险同质保

单的限制，推广了信度估计的应用范围，为保险公司厘定

未来保费提供了参考依据。此外，对于公式中相关参数的

需要用统计学知识来估计，如何得到无偏估计及相合估计

是一个需进一步研究的问题。 
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