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Abstract. In this paper, based on the traditional inventory theory, the inventory cost function 
mathematical model is established by considering the inventory level of multiple locations and 
combining with the non-after-effect of Markov decision-making process. In the process, inventory 
transshipment (active move, and to balance the inventory level at the time of the passive transfer) to 
ease the problem of the product surplus and product shortage, and we build a network structure of 
sharing product  to research the solution set of the inventory cost function features at any stage when 
sharing product surplus and analysis the influence of transshipment price on total inventory level. The 
thesis is combined with practical application to provide Suggestions for solving the stock problem of 
Shared products. 
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摘要： 本文在传统库存理论基础上，结合马尔科夫决策过程的无后效性，考虑了多地点的库

存水平，建立了库存成本函数数学模型。在该过程中，利用库存转移（包含产品的主动转移

以及为维持库存水平平衡时的被动转移）来缓解产品堆积与产品缺失的问题，并构建了一个

共享产品使用网络，研究在任一阶段内，当产品发生堆积时，其库存成本函数的解集特征，

分析了转运价格对总库存水平的影响。并将所得命题与实际应用结合起来，为解决共享产品

的库存问题提供建议。 

1．引言 

共享产品极大的提高了产品的使用效率，但也离不开基本商品属性，无论是库存的积压，

还是库存水平不足，库存都将直接影响到企业自身的利润。已共享单车为例，需要综合考虑

用户的出行成本、自行车库存成本、租赁站和自行车道的设施成本，而各个地点的库存水平

直接影响消费者的用户体验，库存决策无疑是共享产品急需解决的一个方面[1]。 
根据共享产品特性，我们构建了一个共享产品使用网络。在特定区域内，共享产品的总

数量为，且分散在几个不同地点。当某地点的库存水平刚好达到平衡时，库存转移成本和缺

货损失达到 小。当产品供不应求时，不仅会因为缺货损失而降低企业利润，也会影响消费

者对企业的信任；当产品供大于求时，尽管避免了缺货损失，但却降低了产品的使用率。目

前也有很多学者对共享产品的库存水平进行了研究。例如，Li J A , Liu K[2]以可以重复使用的

空集装箱为研究对象，通过马尔科夫决策过程，对单港口集装箱的库存水平进行研究。并且

在建立的数学模型中，得到了一组带有上下限的可行解。Schuijbroek J, Hampshire R C[3-4]介绍

了一种使用定价方案改善公共自行车共享系统运行性能的新概念方法。提出了一种公共自行
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车稳定运行的数学模型，其方法依据华盛顿特区（美国）Capital Bikeshare项目的自行车需求

数据的实验分析，说明了公共产品的研究对社会生活有很大的实际意义。Raviv T , Kolka O [5]

介绍了一种适合自行车停靠点管理的库存模型及其数值求解方法。并对模型的凸性进行了结

构分析，证明了该方法可用于一个封闭的库存系统。并且由于产品停放的随机性，会导致产

品超过停靠点的 大容纳水平，通过库存转移控制库存水平可以缓解该问题。Xiang Li分析了

共享经济与共享产品两种模式，并提出了一种马尔可夫决策过程模型，用于研究产品库存水

平重新定位。证明了库存水平重新定位也可以发生在多阶段内，且存在 优库存决策。 
上述关于库存转运的研究虽然已经很成熟，但基本都是针对单一地点的 优库存决策的

探讨。而由于共享产品转移的随机性，传统的库存决策方法并不能解决多个地点的 优问题。

而马尔科夫决策过程是一种研究无后效性的随机过程的方法，可用于模拟共享产品库存转移

的随机性。在一个复杂动态的系统中， 优决策往往会受到较多因素的限制，难以直接用于

解决实际问题。因此本文将以马尔科夫决策过程来描述任一阶段内库存堆积时的成本函数，

建立数学模型，讨论产品堆积时的解集特征，缩小解集范围，为解决共享产品的库存问题提

供参考。     

2．模型假设及符号设定 

（1）在稳定的共享产品市场环境下，研究任一阶段的共享产品的库存成本。 
（2）研究对象为封闭的网状系统，即在没有产品转入或产品转出的情况下，研究产品堆

积问题。 
（3）假设各个地点实行周期性盘点策略。当区域库存降至一定水平以下，会发生库存转

移，且遵循 小成本函数。 

（4）类似于 1 2 9( , , )x x x 为共享产品分布区域。该集合为闭集，在该集合内，在某一阶

段中，在 1 2 3( , , )x x x 处达到库存转移平衡，在 4 5 6( , , )x x x 处存在产品堆积，在 7 8 9( , , )x x x 处产

品库存水平不足。以此为基础对发生产品堆积的区域进行研究。 

2.1 符号设定 

N :封闭系统内共享产品总数量，n:封闭系统内产品放置点的数量， ix :系统转移前，位

置 i的产品数量， iy :系统转移后，位置 i的产品数量， :马氏决策中的折扣因子， :单位产

品的缺货惩罚， nR :欧几里得几何空间，R :库存成本函数，P :状态转移概率矩阵。 

3．模型构建 

马尔科夫决策过程是一个多元组，其中元素表示为： ( , , , , )S A R P  在不同地点的库存水

平 ix 构成一个集合，可表示为状态空间 S ，当发生库存转移后，不同地点库存水平为 iy ，可

表示为行为空间 A。 

1 2 1 2
1

( , ) : , , 0{ }
n

n i n
i

S x x x x N x x x


      1 2 1 2
1 1

( , ) : , , 0{ }
n n

n i i n
i i

A y y y y x y y y
 

      (1)

 

 

将时间设置为T ，定期观察各个点的库存水平。不同地点之间的库存转移，这个过程可

以是主动的，并在此期间产生转移成本，也可以是顾客根据自身需求转移的，来减缓产品库

存的堆积与缺货损失。如在位置1，其转移未发生之前，其状态可表示为 ,1tx ，当有n个地点，

其库存水平的向量可表示为 ,1 ,2 ,3 ,( , , ) t t t t t nx x x x x 。发生库存转移后，库存状态可表示为

,1ty 。其库存水平向量可表示为 ,1 ,2 ,3 ,( , , ) t t t t t ny y y y y 。从位置 i转移至位置 j ，库存成本
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可表示为 ijc ， ,( ) i jc c 表示一组成本向量,转移数量可表示为 ijz 我们可以得到各个位置之间的

库存转移模型可以表示为： 

1 12 2 21 3 31

1 1 1 1
1 1

( 1) ( 1)
1 1
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min{( ) ( ) ( ) ( ) }
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i i k k n n
i k

ij

c z c z c z c z

z z y x

z z y x

z z

                                                                              (2) 

由（2）可知，该问题为大规模的线性规划问题，直接求解问题难度大，并且对算法有很

高的要求，但该问题有特殊的结构，即 , ,n n nc x y 的维数相同， ijz 与约束条件的列数相同，

n ny x 与约束条件的行数相同。所以可将其分解为多个小规模的问题求解，即将其分成各个

相互独立的 n组。将原问题简化为主问题，在任意位置 j ，从库存水平 ix 到库存水平 iy 库存

转移产生的 小库存成本，可表示为： 

,( )

1 1

min

0

i j

T
z z

n n

ij jk j j
i k

c z

z z y x

z



 

  



                                                                                                                                      (3) 

Tc z 表示两向量内积，并且转移产品数量为正值。在讨论得到 优结论之前，必须要说

明 ( )c  的性质，通过（3）可以得知 ( )c  的定义域，表示为： 

( ) { : , , }dom c w w y x x S y A                                                                                                        (4) 

在（3）中w可以视为两组向量进行线性交换。基于（3）可以得到一个 ( )c  对偶的线性

规划：在任意位置 ,i j 上满足 

1 2( , , , )( ) max T
b b b bn

j i ij

C w b w

b b c



 


                                                                                                                      (5) 

由（5）可知库存转移产生的成本函数是凸函数，并且正齐次。 

命题1  在（5）中存在 优决库存转移数量 z ,使库存成本 小，即在任意位置 j 上满足，

,
1

( )
n

i j j j
i

z y x 



  和 ,
1

( )
n

j k j j
k

z y x 



  。 

证明：在固定区域内，将位置 i的产品转移到位置 j ，在位置 j 也会将一定数量产品转移

至位置 k 。当 i k 时，表明产品的转进与转出都发生在位置 j ，令 , 0i jz  或 , 0j iz  ，仅需一

次转运，位置 i产品数量可以达到平衡，且满足条件约束。当 i k ，位置 i与 k 均需要发生库

存转移，此时仅仅考虑 , ,i j k 三个位置，且 , , 0i j j kz z  ，在约束 , ,i j j k j jz z y x   中，令
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, 0j kz  ，即无需从位置 j 转移产品到位置 k ，也可以使产品数达到平衡。由此可知，在位置

, ,i j k 满足 , , 0i j j kz z  时，即满足 ,
1

1
( )

n

i j j j
i

z y x
n





  和 ,
1

( )
n

j k j j
k

z y x 



  存在 优决策。 

由命题1可知，主问题存在基本 优解，则原问题亦存在基本 优解。在共享产品的库存

相互转移过程中，是可以找到一组 优库存转移量 *
ijz 的，在实际生活中，对共享产品的研究，

终的决策也必须是具体到单个的区域。 

库存理论中，缺货损失是库存成本中的重要组成部分，因为共享产品覆盖范围较大，供

需关系复杂。当需求大于其库存水平时，即 , ,t i t id y ，此时存在产品缺失，相反则会造成产品

堆积。假设缺货损失往往要大于转移成本，否则没有必要进行库存转运，即在 ijc  的情况

下，可以得到产品缺货损失函数： 

, , , ,
1

( , ) ( )
n

t i t i t i t i
i

L y d y d 



                                                                                                                                 (6) 

在共享产品的库存转移过程中，一个地点向另一个地点进行库存转移，仅仅与其发生库

存转移的地点有关系，即马尔科夫决策过程中的无后效性， tx 仅仅与 1tx  存在关系。由于状态

空间与动作空间的设定， 1tx  与 , ,( )t t ty d p 存在函数关系，可以表示为： 

1 , ,
1

( ) ( ( ) )
n

t t t t i t i
i

x y d N y d 




                                                                                                                  (7) 

由于需求与转移概率相互独立，用 t 表示一组随机数列 ( , )t td p ，基于此我们可以得到，

整个过程的缺货损失期望: 

, ,
1

( ) ( ) ( )
n

t t i t i t
i

l y y d d 



                                                                                                                             (8) 

在产品总量为 N 的区域内，当发生库存转移时，可将该区域分为三个部分，即库存达到

平衡与发生产品堆积，产品数量不能满足需求。库存成本可表示为： 

, , , ,
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) [( ) ( ( ) ) ] ( )     

 

         
n n

t t t i t i t t t t t i t i t
i i

r x C y x y d d r y d N y d p d          (9) 

在该区域的总库存水平不发生改变，即没有因为产品缺少向该区域内转入，没有由产品

堆积向区域外转出。当发生产品堆积时： 

1 1( ) ( ) min ( ) ( ) ( )t t t t t ty A
r x l y C y x r x d  

                                                                                              (10) 

由（9）与（10)可知： 

t 1, 1,
1

( , , ) [( ) ( ( ) )
n

t t t t t t t i t i
i

H y d p r y d N y d p  
 



                                                                              (11) 

t 1 1( ) ( , , ) ( ) ( ) ( )t t t t t t t t th y H y d p d r x d                                                                                            (12) 

当共享产品库存转移数量平衡时可以等价为约束库存转移成本与缺货损失成本 小。当

发生产品堆积，缺货损失可以视为0。在任一阶段内： 

( ) min ( ) ( )
y A

R x C y x h y


                                                                                                                                   (13) 
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命题2 发生库存堆积时，若库存水平不变时， x为定值，在周期T 内，且0 x N  , ( )R x

单调递增。 

证明：已知 0 ( ) 0r x  ，且 ( ) 0tl y  1 0( ) min( ( )) ( ) 0r x c y x r x    ，假设 1( ) ( )t tr x r x 。 

1
1

1
1

( ) min{ ( + [( ) ( ( ) ) ] ( )

min{ ( + [( ) ( ( ) ) ] ( ) ( )

）

）

 

 

 




 




     

      





n

t t t
i

n

t t t
i

r x c y x r y d N y d p d

c y x r y d N y d p d r x
 

可知 1( ) ( ) t tr x r x  

由该命题可知，当总库存水平不变时，在共享产品发生产品堆积的区域，其库存成本会

随着堆积时间的增长而增大。但依靠共享产品的被动转移，只会增加时间周期增加库存成本。

在区域内共享产品发生库存转移，发生产品堆积的地点是有可以通过一定规律发现的，并且

这些这点组成一个非空且有界的集合。所以研究其分布特征，再采取适当措施，降低其带来

的影响是非常重要的。 

命题3 若 ( )h  可微，当满足（14）时， ( )hx I 其中 x S 。  

( ) ( )
ij

i j

dh x dh x
c

dx dx
                                                                                                                                            (14) 

证明：若 ( ) hx I ，且  Iy A ,满足 ( ) ( ) ( )  h x C y x h y 若 ( )h x 可微，其次微分表示为

( )h x 。取 ( )h x ，又由次梯度不等式， ( ) ( ) ( )  Th y h x y x 。可得 ( ) ( )    T y x C y x 。

从定理1可知，存在 优库存转移数量 ijz 满足： 

( )  ij ij
i j

C y x c z ， ( ) ( ) ( )         T
i i i i i i

i j

y x y x y x  

由此可知 i j ijc   ，在任意位置 ,i j 上，设集合 1, 2, 3,{( ) : }n i j ijM m m m m m m c   由

此可知， M ,得到 ( )h I M  。又因为该次微分为： 

1 2 3

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( , , )

n

dh x dh x dh x dh x
h x

dx dx dx dx
                                                                                                     (15) 

所以在任意位置 ,i j 上满足（15)。结合命题4，可以产生一个新的随机规划（20）确定解

集。 

, 1

min{ ( ) : }

( ) ( )
{ : [ ] }

n
n

ij
i j i j

h x x D

dh x dh x
D x R c

dx dx



                                                                                                           (16) 

直接计算出每个点的 )(xh 与 )(xh 在 x 处的梯度，涉及到了多重积分与各个子问题的优化

问题，为解决该问题，可以提供一种解决思路，即使用近似函数来代替目标函数，其迭代方

法与SQP型算法类似。 

从上述内容可以看到，若 )(xh 可微，且找到其特征关系，则可以判断出该点是否位于集

合上。虽然仅仅在单一阶段内进行研究，但仍可以为共享产品的库存决策提供建议。通过计

算，可以提前缩小产品发生堆积的区域范围，使产品库存水平可以达到平衡，帮助企业提前

进行调控，降低成本。 
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4．数值分析 

为了更加清楚命题的实际应用，可以举出一个实例。当 ( )h y 可微时，由（16）可知，若

在三个地方发生库存转移后，在单阶段，忽略下标时间 t ，库存水平分别为 1 2 3, ,y y y
，假设

2 2 3
1 2 3( ) 0.3 0.2 0.1h y y y y   ，转移价格 0.8ijc  。由定理4，当满足： 

1 2

( ) ( )
0.8 0.8

dh y dh y

dy dy
    ，

2 3

( ) ( )
0.8 0.8

dh y dh y

dy dy
    ，

1 3

( ) ( )
0.8 0.8

dh y dh y

dy dy
     

2 2
1 2 2 3 1 3( ) { : 0.8 0.6 0.4 0.8, 0.8 0.4 0.3 0.8, 0.8 0.9 0.3 0.8}h II y A y y y y y y                

其中 1 2 3 30I y y y    ，满足该条件的集合可用图1表示： 

 

图1 不同地点与总库存水平 I 关系               图2 库存转运价格 ijc 与总库存水平 I 关系 

由图1此可知，该方法可以有效缩小产品堆积时 )(Ih 的范围。假设库存转移后，
2 2 2

1 2 3( ) 0.01 0.01 0.01  h y y y y ，若将转移价格定义为： 1{ : 0.1 1, 10}ij nc c c c n    ，根

据定理3，库存水平以10为单位，若存在解集，得到库存转移价格与总库存水平关系，如图2

所示。从图2可以推测随着总库存水平的增大，要减小转运价格，才能保证构建的共享产品库

存转移网络模型存在确定的解集。这与实际生活中存在的问题也是符合的，即在一个封闭系

统中，转运的数量越大，降低转运成本，可以增加系统的稳定性，库存水平越大，影响效果

越显著。 

5．结束语 

本文研究任一阶段时多地点的库存成本函数，当封闭系统因为需要向内转入产品或者向

外转出产品时，此时系统转变为开放系统，也从单一阶段转变为多阶段，这也是共享产品现

存的实际问题。从本文中可知，在封闭的系统中，产品堆积是可以存在的。在总库存恒定的

情况下可以通过模型解集的特征来确定范围。在单阶段问题的基础之上，产生产品堆积时，

可以提前确定其位置特征，做出决策。但当系统变为开放系统时，发生产品堆积的地点还能

否通过库存转移维持系统运行，找到库存堆积时其解集的相应特征是一个值得研究的方向。 
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