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ABSTRACT 

Taking the calculation of fluid friction coefficient as an example, this paper analyzes the case teaching of numerical 

solution of nonlinear equations, and points out that the theory should not be ignored in case teaching, and the 

effectiveness and operability of numerical method in solving practical problems should be taught comprehensively, 

and the application should be carried out in combination with the characteristics of practical problems. This paper 

focuses on the combination of the fixed point iterative method, Newton iterative method and the solving tool provided 

by MATLAB and the calculation case of fluid friction coefficient, and intersperses with the discussion of stability and 

the selection of initial value. So that students can deeply understand the mathematical theory and solve practical 

problems efficiently. 

Keywords: Numerical solution of nonlinear equation, Research on case teaching, Calculation of fluid 

friction coefficient. 
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中文摘要 

本文以流体摩阻系数计算为例，具体分析非线性方程数值解法的案例教学，指出案例教学不应忽略

理论知识，应全面讲授求解实际问题时数值方法的有效性和可操作性，并结合实际问题的特点进行

应用。本文着重讲解不动点迭代法、牛顿迭代法以及 MATLAB 提供的求解工具与流体摩阻系数计算案

例的结合，并在其中穿插关于稳定性的讨论及初值的选择等问题，从而使学生深刻理解数学理论，

高效解决实际问题。 
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1. 引言 

非线性方程在工程实践中用途广泛，非线性方程数

值解法是《数值分析》[1]课程教学的重点内容。目前《数

值分析》教材主要包括定义、定理、证明、举例，内容

偏重理论，但由于非线性方程与实际应用联系紧密，仅

仅从理论讲解其数值解法显然是不够的。随着近年来案

例教学的迅速发展和多方应用，建立优秀高质的案例

库，对于提高《数值分析》课程的教学质量，尤其是非

线性方程数值解法部分的教学有着重要作用。 

案例教学[2-3]是一种动态开放的教学模式，最早应用

于哈佛商学院的工商管理教学。案例教学以“问题”为中

心，重视具体问题具体分析，针对性和灵活性较强，目

的是让学生掌握分析、解决问题的方法，培养学生的思

维分析和判断力，有利于提升学生运用理论解决实际问

题的能力，具有传统教学法无可比拟的优势。由于实际

案例在其所在领域已有较多研究成果，在教学时可以指

导学生结合这些成果使用数值方法，使得学生迅速熟悉

陌生的研究领域，并高效的解决问题。 

同时我们也应该意识到，案例教学不应忽略理论知

识，要在全面了解与掌握理论知识的基础上，结合实际

问题的特点进行应用。若未能深入了解理论方法的特点

或单纯追求解题的高效，便盲目使用某方法并不会得到

理想的结果。在非线性方程数值解法的案例教学中，通

常指导学生分析问题，整理出非线性方程后，直接用牛

顿迭代法进行求解。这是由于牛顿迭代法在非线性方程

为单根的情形下，具有二阶收敛速度，能够迅速求解问

题。但不能忽略的是，在理论教学时，我们证明了牛顿

迭代法作为一种不动点迭代的方法是局部收敛的，这种

方法的有效性是依赖于初值的，盲目地选择初值往往会

出现结果发散的恶劣情况。与此类似的，MATLAB 中也

提供了像 fzero 函数这样求解非线性方程的快速数值方

法，但该方法也会出现选择某些初值造成发散的情况。 

因此，在非线性方程数值解法案例分析中应跟学生

强调，在选择求解函数方程的数值方法时，应了解各种

方法的特点和基本理论，验证方法的适用条件。从理论

出发，全面讲授求解实际问题时数值方法的有效性和可

操作性，并结合实际问题的工程背景进行选择。这样有

利于学生深刻理解数学理论，高效解决实际问题。本文

以流体摩阻系数计算的实际案例，详细描述案例教学中

理论与实际结合的必要性和可行性。 

2. 流体摩阻系数数值计算案例 

2.1. Colebrook-White方程介绍 

在工程和科学计算的许多领域中，描述流体通过管

道和罐体的过程是一个常见的问题。在机械和航空工程

中，典型的应用包括液体和气体通过冷却系统的情况。

流体在管道中流动的阻力用摩阻系数 f 表示。对于湍

流，该系数的求解方程最常见的是 Colebrook-White 方

程： 

1 2.51
2lg 0

3.7 ReDf f

 
    

 

    (1) 

其中， 是管道内壁粗糙度，单位为 m；D 是管道内径，

单位为 m；Re是 Reynoids 数，无量纲量，其计算公式

为 

Re
VD


                (2) 

其中， 是流体的密度，单位为
3kg / m ；V 是流体速

度，单位为 m/s；  是动态粘性，单位为
2N s / m 。

Reynoids 数是判断流体是否为湍流的条件，只有当

Re 400 时才为湍流。 

对于 Colebrook-White 方程的数值求解，许多文献[4-6]

都致力于找到高效的显式格式，提出了三十多种计算方

法。在案例教学中显然不能逐一讲解每种方法，而且由

于这些方法都是在工程求解中提出，对于方法的稳定

性、收敛性等问题也没有清晰的理论分析和数学证明，

不利于理论和实际的结合。因此在实际教学中，我们还

是将重点放在《数值分析》教材讲解的不动点迭代法、

牛顿迭代法以及 MATLAB 提供的求解工具与本案例的

结合上，并在其中穿插关于稳定性的讨论及初值的选择

等问题。 

2.2. 牛顿迭代法求解Colebrook-White方程 

在(1)式、(2)式中取参数如下：
3=1.23kg / m ，

5 21.79 10 N s / m    ， 0.005mD  ，

40m / sV  ，
61.5 10 m   ，并注意到摩阻系数

f 的取值范围是 0.008 到 0.08。下面讨论用数值方法求

解摩擦因子 f 。 

先根据(2)式计算 Reynoids 数 

Re 13743 400
VD


    

所以是湍流问题，可以用 Colebrook-White 方程描述，

将 Re 值及其他参数值代入 (1)式，左端函数定义为

( )g f ，有 

61 1.5 10 2.51
( ) 2lg

3.7 0.005 13743
g f

f f

 
     

(3) 

因此，根据式(1)求解摩擦因子 f 等价于求解 
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( ) 0g f                    (4) 

(4)式即为非线性方程的一般形式，其数值解法自然考虑

最常用的牛顿迭代法。但由于牛顿迭代法是依赖初值

的，需要在使用之前提醒学生考虑初值选择的重要性。

部分学生忽略了这一点，初值随意取了 f 取值范围的上

限 0.08，得到结果 f=NaN +NaNi，即使用牛顿迭代法得

到的结果发散，于是就认为运用牛顿迭代法求解

Colebrook-White 方程失效，并陷入迷茫。可见，在实际

案例求解时，不结合理论分析，盲目的使用数值方法是

无法得到结果的，因此在案例教学中要强调理论与实际

结合的重要性。 

由于牛顿迭代法是局部收敛的，在求根之前，最好

先画出函数图，以确定初始估计值，保证牛顿迭代法的

有效性。本例根的估计图如图 1 所示。 

 

图 1 根的估计图 

由图 1 可见，根大概在 0.03 附近，距离上限 0.08

较远，因此随意取初值导致了牛顿迭代法失效。选择初

值
0 0.03f  再使用牛顿迭代法得到的结果见表 1。 

表 1 初值
0 0.03f  的牛顿迭代法结果 

迭代次数 f 估计值 近似误差 

1  0.02894144086 0.0011 

2  0.02896779283 2.6352e-05 

3  0.02896781017 1.7332e-08 

由表 1 可知，只需迭代 3 次就可以收敛于

0.02896781017，近似误差为
81.7332 10 。可见，若

使用合适的初值，牛顿法的确是高效的数值计算方法，

但为能发挥出其高效性，充足的理论知识是非常重要

的。 

对于本案例初值的选取方法，使用画图的方式虽然

可以得到所需的取值，但取值过程缺乏相应的理论支

持，且操作也较为复杂，需要借助软件完成。其实，案

例涉及的研究内容往往有许多该领域的现成结果，可以

让数值方法的使用如鱼得水，既简单又高效，这也是案

例教学相较于传统教学例题的巨大优势。流体摩阻系数

的计算公式众多，对于初值的估计可以使用简化的显示

公式计算，例如使用 Swamee-Jain 公式： 

2

0.9

0.25

5.74
lg

3.7 Re

f

D



  

  
  

         (5) 

将本案例的参数代入(5)式可得 0.029041f  ，与

通过画图观察的 0.03 十分接近，将此值作为初值代入牛

顿迭代公式中，得到的结果见表 2。 

表 2 初值
0 0.029041f  的牛顿迭代法结果 

迭代次数 f 估计值 近似误差 

1  0.02896767674 7.3323e-05 

2  0.02896781017 1.3343e-07 

3  0.02896781017 4.4369e-13 

对比表 1 和表 2 可见，取初值
0 0.029041f  的牛

顿迭代法结果比
0 0.03f  每一步更精确，且该初值的

计算公式(5)非常简单。因此，通过案例教学可以让学生

迅速熟悉陌生的研究领域，也加深了他们对数值方法的

认知。 

另外，注意到牛顿迭代法在本案例摩阻系数 f 的取

值范围是 0.008 到 0.08 的条件下，初值不同会影响其收

敛性。在案例教学中我们还会继续讨论，在 f 的取值范

围下，使牛顿迭代法收敛的初值可选区间是多少，同样

可以加深学生对该方法的理解。研究结果见表 3。 

表 3 牛顿迭代法不同初值第 3 步迭代的结果 

初值 第 3 步 f 估计值 近似误差 

0.008  0.02837021393 0.0042 
0.01  0.02873850396 0.0028 
0.02  0.02896747435  1.1570e-04 
0.03  0.02896781017 1.7332e-08 
0.04  0.02896676873 2.0324e-04 
0.05  0.02880092232 0.0024 
0.06  0.024810048901 0.0082 

0.07 -0.0389 + 0.0399i 
 -0.0389 + 

0.0399i（发散） 

0.08 0.0314 + 0.3103i 
 0.0314 + 

0.3103i（发散） 

表 3 使用牛顿迭代法第 3 步 f 估计值进行比较，这

是由于根据前面结果发现，在第 3 步已经有较精确的结

果。由表 3 可知，初值取小于 0.07 时结果才会收敛，进

一步加细步长可以得到初始值小于 0.0665 才会收敛。 
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2.3. MATLAB内置函数求解Colebrook-White

方程 

与牛顿迭代法类似，MATLAB 软件中也提供了高效

的数值求解非线性方程的函数，即 fzero 函数。在案例

教学中，也有部分学生由于不能自己编写牛顿迭代法的

程序，便转而使用这样现成的工具作为辅助。由于不了

解该函数使用的迭代模型，应跟学生强调慎重使用，对

初值的选择应尤为仔细。实际上，在使用 MATLAB 软

件提供的 fzero 函数求解本案例时，也会出现选择某些

初值造成发散的情况。与牛顿迭代法不同的是，fzero 函

数在使用取值范围下界时会发散。类似于前面的分析方

法我们得到，在本例 fzero 函数初始值需选择大于 0.0153

该过程才会正常进行，例如，取初始估计值为 0.07，这

虽然会使牛顿迭代法发散，但 fzero 会收敛。 

2.4. 简单不动点迭代法求解Colebrook-White

方程 

对于本案例的数值方法选择，最后再看看简单的不

动点迭代法的计算效果。这其实也是在传统教学中经常

被忽略的部分，传统教学往往只强调一般不动点迭代法

的理论分析，没有真正使用该方法求解问题，并与牛顿

迭代法，fzero 函数的结果进行对比。案例教学给了这些

方法使用的空间，也可以帮助学生在实际应用时能够根

据方法特性灵活选择，不会陷入惯性思维模式。 

对于本案例，可以想到最简单的不动点函数取法是

求解式(1)中的第一个 f 得到的迭代格式： 

1 2

0.25
( )=

2.51
lg

3.7 Re

k k

k

f f

D f




 

  
  

       

 (6) 

该 迭 代 公 式 的 迭 代 函 数 ( )f 在 区 间

[0.008,0.08]是关于 f 的减函数，因此它在该区间的

最大值为 

max = (0.008) 0.0350   [0.008,0.08]  

最小值为 

min = (0.08) 0.0254 [0.008,0.08]   
 

再由进一步计算发现 ( )f 在区间[0.008,0.08]的导

数最大值为
 

[0.008,0.08]
max | '( ) | 0.6834 1

x
x


   

由不动点迭代定理的推论可知，该迭代格式在区间

[0.008,0.08]全局收敛。因此，这个简单的方法不依

赖于初值，非常适合本案例，而且实际计算时只需要一

个估计值，不需要估计导数。 

由此可见，在流体摩阻系数数值计算案例中，求解

Colebrook-White 方程通常不只有一种方法，而且高效的

牛顿迭代法和 MATLAB 提供的内置函数也未必适用于

所有问题。 

3. 结论 

通过本文对流体摩阻系数数值计算案例的介绍，我

们可以看到，案例教学通过理论联系实际，改变了单一

课程的授课模式。同时，案例教学也极大的依赖于理论

知识的储备，需要老师全面细致的理论讲解。总之，案

例教学为构建完整的知识结构提供了一种思路，有利于

学生融汇贯通学科之间的交叉和联系，培养学生的基础

科研能力和综合应用数学知识解决实际问题的能力，是

培养数学创新人才和进行课程体系改革的重要环节。 
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