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 Abstract—Preference aggregation has been deeply studied in the social choice theory. Judgment aggregation becomes the 

studying center of the social choice theory gradually. From the perspective of logic, judgment aggregation considers how to aggregate 

many logical consistent formula sets into one logical consistent formula set. On the basis of the judgment aggregation modal logic JAL 

analyzed, we construct a preference aggregation logic system JAL(LK) using the language of the first-order logic. Thus the preference 

aggregation questions could be converted into the judgment aggregation questions to be handled, so that the generality of the judgment 

aggregation model is highlighted. 
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摘  要  偏好聚合在社会选择理论中已得到深入研究，而近年出现的判断聚合逐渐成为社会选择理论的研究中心。判断聚合是从

逻辑的视角更一般地研究聚合，探讨如何将多个一致的逻辑公式集聚合成一个一致的逻辑公式集。我们重点分析了一个判断聚合的模

态逻辑 JAL，利用一阶逻辑的语言基于 JAL 可以构建一个偏好聚合的逻辑系统 JAL(LK)，从而可将偏好聚合转化为判断聚合来处理，

突显了判断聚合模型的一般性。 
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1．引言
 

如何将个体理性聚合为群体理性是社会理性认知研究

面临的主要难题，同时也是经济学、哲学、政治学、法学

及计算机科学等多学科交叉研究的热点问题之一。美国著

名经济学家阿罗(Kenneth Arrow)教授以公理化的方法刻画

了个体理性偏好与群体理性偏好，在此基础上证明了将理

性个体偏好聚合为理性群体偏好的不可能性。如何理解刻

画这种不可能性以期化解，寻求合理的群体理性聚合方法

                                                        

本文受四川省教育厅科研项目“现代逻辑视域下的群体理性聚合

研究”(13SB0159)及绵阳师范学院引进人才科研基金资助项目“基

于判断聚合逻辑的群体理性条件研究”(QD2012B03)资助。 

成为相关研究亟待突破的理论瓶颈，近年出现的判断聚合

研究为这一问题的突破提供了新思路。 

2．偏好聚合与判断聚合 

偏好聚合关注的中心是将一个备选方案集合上多个主

体的偏好关系聚合成代表这个集体偏好的一个群体偏好关

系的社会福利函数，判断聚合关注的中心是聚合逻辑公式

集的判断聚合规则。 

2.1  社会福利函数 

直观上讲，一个社会福利函数是指这样一个过程或规

则：以所有个体的偏好关系(一个偏好关系就是备选方案集
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上的一个特定的二元关系)为输入，输出一个代表这个群体

偏好的偏好关系。为了讨论问题的方便，我们假设下面所

讨论的偏好关系都是严格偏好关系。 

从形式上说，令 K＝{a,b,c,…}是一个备选方案的集合

(一般假定至少有 2 个备选方案)，N＝{1,2,…,n}是一个有 n

个主体的主体集(一般假定至少有 2 个主体)。K 上的一个偏

好关系 R 是 K 上的一个严格线性序，即 K 上的一个反对称

的(对于任意两个备选方案 a与 b，如果 aRb，那么并非 bRa)、

传递的(对于任意三个备选方案 a、b、c，如果 aRb 并且 bRc,

那么 aRc)、完全的(对于任意两个备选方案 a 与 b，aRb 或

者 bRa)二元关系。Ri 表示 K 上主体 i 的一个偏好关系，L(K)

表示 K 上所有偏好关系的集合。一个偏好组合就是一个 n

元组(R1,R2,…,Rn)L(K)
n
,其中 Ri(1≤i≤n)表示主体 i 的一个偏

好关系。一个社会福利函数就是这样一个函数 F：

L(K)
n
L(K)。 

通常认为，一个社会福利函数F应该满足以下合理条

件： 

① 无 关 选 项 独 立 性 (independence of irrelevant 

alternatives)： 

群体对于任意两个备选方案的偏好排序仅仅依赖于个

体们对这两个备选方案的偏好排序，与其他因素无关。可

用公式表示为： 

(R1,…,Rn)L(K)
n
(S1,…,Sn)L(K)

n
aKbK(iN

(aRib⇔aSib)⇒(aF(R1,…,Rn)b⇔aF(S1,…,Sn)b))           

②帕累托最优原则(Pareto optimality principle)： 

如果所有个体都认为一个备选方案优于另一个，那么

群体也应同样如此认为。可用公式表示为： 

(R1,…,Rn)L(K)
n
aKbK(iNaRib⇒aF(R1,…

,Rn)b) 

③非独裁性(non-dictatorship)： 

不应使某个固定个体的偏好总是成为群体的偏好，而

不管其他个体的偏好与之是如何不同。可用公式表示为： 

iN(R1,…,Rn)L(K)
n
 F(R1,…,Rn)Ri        

上述条件看上去是那样的自然而合情合理，以致人们

通常把它们看作是社会福利函数应该满足的不言而喻的公

理。但是，阿罗教授在《社会选择与个人价值》一书中证

明了：如果备选方案不少于 3 个，那么不存在同时满足无

关选项独立性、帕累托最优原则及非独裁性这三个显然合

理条件的社会福利函数。这就是著名的“阿罗不可能性定

理”，也简称为“阿罗定理”。[1]阿罗定理是社会选择理论中

                                                        

[1] Kenneth J·Arrow , Individual Values and Social Choice. New 

York: Wiley, 1951; 2d ed., 1963. 

一个里程碑式的结论，阿罗定理揭示了：把理性的个体偏

好聚合为理性群体偏好的不可能性。 

2.2  判断聚合规则 

判断聚合是从逻辑的视角来研究聚合，判断聚合所关

注的问题是：当每个主体都被给予一个代表他们判断或信

念的一致的逻辑公式集时，如何通过所谓的判断聚合规则，

将这些逻辑公式集聚合成代表这个群体共同判断或信念的

一个一致的逻辑公式集。 

从形式上说，令 N＝{1,2,…,n}是一个有 n 个主体的主

体集 (一般假定至少有 2 个主体)，L 是我们所讨论的判断

聚合的一个基础逻辑，其语言 ℒ(L)包含、这两个具有

通常逻辑语义的联结词。基于 L 之上的一个议程（agenda）

是一个非空集合 A⊆ℒ(L)，对于任意一个不以开始的公式

Φ，ΦA 当且仅当ΦA，这里假设双重否定可以相互抵

消，即Φ 就是 Φ。通常把 A 的一个元素称为是一个议项

（agenda item）。对于 A 的任意一个子集 A'，如果不存在一

个公式 Φℒ(L)，使得 A'⊦LΦΦ，那么 A'是一致的。如

果对于每个不以开始的公式 ΦA，ΦA'或者ΦA'，那

么 A'是完全的。一个主体 i 的个体判断集是议程 A 的一个

完全且一致的子集 Ai，pAi 表示主体 i 赞同议项 p，即主

体 i 判断 p 为真。一个判断组合是一个 n 元组(A1,A2,…,An),

其中 Ai(1≤i≤n)是主体 i(1≤i≤n)的个体判断集。J(A,L)表示议

程 A 上所有（个体或群体）判断集的集合，J(A,L)n 表示议

程 A 上所有判断组合的集合。如果J(A,L)
n
 ，用 i (1≤i≤n)

表示的第 i 个元素(= ( 1,…, 3)),即在判断组合中主体 i

的个体判断集。一个判断聚合规则就是这样一个函数 f：

J(A,L)
n
J(A,L)。 

一个判断聚合规则通常应该满足以下合理条件： 

①独立性（independence）： 

群体对于议程中任一议项的判断仅仅依赖于个体们对

于这个议项的判断，与其他因素无关。可用公式表示为： 

pA(A1,…,An)J(A,L)
n
(B1,…,Bn)J(A,L)

n
(iN(p

Ai⇔pBi)⇒(pf (A1,…,An)⇔pf (B1,…,Bn)))        

②统一性(unanimity)： 

如果所有个体都赞同议程中的某个议项，那么群体也

应赞同这个议项。可用公式表示为： 

pA(A1,…,An)J(A,L)
n
(iN pAi⇒pf (A1,…,An))   

③非独裁性(non-dictatorship)：  

不应使某个固定个体的判断总是成为群体判断，而不

管其他个体的判断与之是如何的不同。可用公式表示为： 
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iN(A1,…,An)J(A,L)
n
 f (A1,…,An)Ai         

判断困境（Discursive Dilemma）：如果有至少三个主

体要对至少两个不同的公式 p、q 以及它们的实质蕴涵式

pq 做出判断，那么运用关于命题的多数投票聚合规则可

能会得到一个不一致的群体判断。 

我们将基于判断聚合逻辑 JAL，探讨判断聚合与偏好

聚合之间的关系。 

3．判断聚合的模态逻辑 JAL 

3.1  JAL 语形 

判断聚合逻辑 JAL 的语言 ℒ (N,A)有两个参数，其中

N{1,2,…,n}是一个有 n 个主体的主体集，A 是一个议程。

JAL 的原子命题集为:  

={i,,hp  iN,pA} 

其中是一个常量，表示当前议项为群体所赞同。 

JAL 语言 ℒ (N,A)的(合式)公式递归定义如下： 

Φ::=  □Φ  ■Φ  ΦΦ  Φ        ()  

□和■的对偶算子定义如下： 

Φ:= □Φ 

♦Φ:= ■Φ 

3.2  JAL 语义 

相对于 ℒ (N,A)及基础逻辑 L 的一个模型就是议程 A 上

的一个判断聚合规则 f。ℒ (N,A)在一个三元组<f,,p>上进行

解释，一个三元组<f,,p>被称为是一个表（table）,其中 f

是一个判断聚合规则，是一个判断组合，p 是一个议项。

一个公式在一个表上的语义解释如下： 

⑴ f,,p⊨Lhq 当且仅当 p=q；  

⑵ f,,p⊨Li 当且仅当 pi；  

⑶ f,,p⊨L当且仅当 pf ( )； 

⑷ f,,p⊨L□Ψ 当且仅当 'J(A,L)
n

f, ',p⊨LΨ； 

⑸ f,,p⊨L■Ψ 当且仅当p'A f,,p'⊨LΨ； 

⑹ f,,p⊨LΦΨ 当且仅当 f,,p⊨LΦ 并且 f,,p⊨LΨ； 

⑺ f,,p⊨LΦ 当且仅当 f,,p⊭LΦ。 

直观上说，(1)的意思是“公式 hq 在表<f,,p>上为真，

当且仅当在运用判断聚合规则 f 对判断组合的聚合中，当

下所考虑的议项是 q”；(2)的意思是“公式 i 在表<f,,p>上为

真，当且仅当在运用判断聚合规则 f对判断组合的聚合中，

议项 p 是主体 i 的个体判断集的元素”；(3)的意思是“公式

在表<f,,p>上为真，当且仅当在运用判断聚合规则 f 对判断

组合的聚合中，议项 p 是聚合得到的群体判断集 f ( )的元

素”；(4)的意思是“公式□Ψ 在表<f,,p>上为真，当且仅当对

于议项 p 来说，在运用判断聚合规则 f 对所有的判断组合

的聚合中，Ψ 都是真的”；(5)的意思是“公式■Ψ 在表<f,,p>

上为真，当且仅当在运用判断聚合规则 f 对判断组合的聚

合中，对于所有议项来说，Ψ 都是真的”。命题联结词“”、

“”、“∨”、“”、“”与在经典命题逻辑中的语义解释一

样。Φ 表示“Φ 在某个判断组合中是真的”；♦Φ 表示“Φ 对

于某个议项来说是真的”。 

令 f 是一判断聚合规则，Φ 是一 ℒ (N,A)公式，如果对

于议程 A 上任一判断组合、任一议项 pA,都有 f,,p⊨LΦ,

则 Φ 在 f 中为真，记作 f⊨LΦ；⊨LΦ 当且仅当对于任一 f,

都有 f⊨LΦ。一个输出 o 是一个合取式 k1…kn,其中每一

个 ki(1≤i≤n),要么是 i，要么是i。通常用 O 表示所有可能

输出的集合。 

如果一个公式在一个判断聚合规则 f 中是真的当且仅

当 f 具有某一性质，那么我们说这个公式表达了这一性质。

判断聚合规则的一些性质可以用 JAL 语言 ℒ (N,A)表达： 

①独立性：□
Oo ■  )(( o □ ))( o ；            

②统一性：□■ ))1((  n ； 

③非独裁性：
Ni ♦ )( i 。 

给定基础逻辑 L、主体集 N 及 L 之上的一个有穷议程

A，基于语言 ℒ (N,A)可以定义一个可靠且完全的判断聚合

逻辑 JAL(L)(当 L 明确时，直接记为 JAL)，具体可参见[2]。 

4．基于 JAL 的偏好聚合逻辑 

Dietrich,List已证明可以将偏好聚合嵌入到判断聚合之

中([6])。在这里，我们将阐明判断聚合逻辑JAL也可以用于

分析偏好聚合。当把偏好聚合视为判断聚合的一个特例时，

由判断聚合逻辑JAL，也可以得到一个偏好聚合的逻辑

JAL(L
K
)。 

给定一个有穷备选方案的集合K{a,b,c,…,w}(一般假

定至少有2个备选方案)，可定义一个简单的谓词逻辑L
K如

下[2]： 

—   L
K的语言ℒ (L

K
)具有如下符号：用于表示备选方案的

集合K{a,b,c,…,w}中的每一个备选方案的个体常元符

号a,b,c,…,w；个体变元符号v1,v2,…；一个二元等同谓

词符号；用于表示严格偏好的一个二元谓词符号P以

及通常的命题逻辑、经典谓词逻辑的联结词。 

—  L
K还具有下列刻画理性偏好的公理：  

                                                        

[2] Dietrich, F., and List, C. (2007).Arrow’s theorem in judgement 

aggregation. Social Choice and Welfare ,.29 (1),19–33. 
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v1v2(v1Pv2v2Pv1)                                 

(对应了偏好关系的非对称性) 

v1v2v3(v1Pv2v2Pv3v1Pv3)                   

(对应了偏好关系的传递性) 

v1v2(v1v2(v1Pv2v2Pv1))   

(对应了偏好关系的完全性) 

在K上所有偏好关系（完全的线性序）的集合与偏好议

程A
K上所有L

K
-一致且完全的判断集的集合之间有一个一

一对应关系，其中偏好议程A
K
{aPb,aPb:a,bK,ab}(aPb

表示命题“a比b好”)。给定K上的一个社会福利函数F，对应

的 偏 好 议 程 A
K 上 的 判 断 聚 合 规 则 f

F 定 义 如 下 ：

f
F

(A1,…,An)A,其中A是与F(L1,…,Ln)相对应的L
K
-一致且完

全的群体判断集，Li是与L
K
-一致且完全的个体判断集Ai相

对应的个体偏好关系。 

这样，我们就能利用JAL(L
K
)来分析偏好聚合了：这里

的逻辑语言是ℒ (N,A
K
),其中N为某一主体集，L

K为基础逻

辑。在K上的一个社会福利函数F、一个偏好组合LL(K)

及一个有序对(a,b)KK(ab)中对公式Φ的解释定义如下： 

F,L,(a,b)⊨  swf
Φ⇔f

F
, L

,aPb⊨L
KΦ  

其中 L 是与偏好组合 L 相对应的判断组合。 

令 F 是一社会福利函数，Φ 是一 ℒ (N,A
K
)公式，如果

对于任一偏好组合 L、任一备选方案有序对 (a,b),都有

F,L,(a,b)⊨swf
Φ，则 Φ 在 F 中为真，记作 F⊨swf

Φ。⊨swf
Φ 当

且仅当对于任一 F,都有 F⊨swf
Φ。 

如果一个公式在一个社会福利函数 F 中是真的当且仅

当 F 具有某一性质，那么我们说这个公式表达了这一性质。

社会福利函数的一些性质可以用 JAL 语言 ℒ (N,A)表达： 

①无关选项独立性：□
Oo ■  )(( o □ ))( o ； 

②帕累托最优原则：□■ ))1((  n ； 

③非独裁性：
Ni ♦ )( i 。 

对于偏好聚合逻辑 JAL(L
K
)来说，任意一个判断聚合规

则 f,都存在一个社会福利函数 F，使得 ff
F ，再由 JAL(L)

的可靠性与完全性，可得 JAL(L
K
)是可靠且完全的： 

定理 如果备选方案集 K 是有穷的，那么对于任一公式

Ψℒ (N,A
K
)，都有⊢ JAL(L

K
)Ψ 当且仅当⊨swf

Ψ。 

5．总结与展望 

基于判断聚合逻辑JAL，我们探究了偏好聚合与判断聚

合之间的关系。JAL的语言可以直接用判断聚合规则进行解

释,这个逻辑能够表达一些聚合规则，如多数投票聚合规则

等；这个逻辑也能够表达一些聚合规则的性质，如独立性、

非独裁性等。这是一个可靠且完全的公理化系统。这一逻

辑不仅可以用于分析判断聚合问题，而且还可以作为一个

一般框架来分析包括偏好聚合在内的聚合问题，从而表明

可以把偏好聚合看作是判断聚合的一个特例，显现了判断

聚合模型的一般性。 

判断聚合的一些不可能性结论已得到不断证明

([10,11])，而其中的重要意义并不在于仅仅证明了不存在令

人满意的聚合规则，而在于可以让我们深刻洞察到为找到

让人接受的聚合规则，我们需要放宽哪些聚合要求。在下

一步的研究工作中，我们将从逻辑的视角探寻判断聚合难

题的一些化解方案。 
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