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Abstract. With its basis on discrete points, pressure nephogram is widely used in safety supervision 

of coal mine. This essay, with the analysis of the problem of the missing “triangular” in the 

Bowyer-Watson’s algorithm, studies and designs a points-adjacent vertex-triangular-based 

triangulated algorithm, whose function is tested by combining the generating process of pressure 

nephogram, achieving isoline tracking and the filling of equivalent fields. 
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摘要：压力云图在煤矿安全监测中广泛应用，其基础是离散点的三角化。本文通过分析 Bowyer-Watson 算法“三角形”

丢失问题，研究设计了一种基于点-邻接点-三角形的三角化算法，并结合压力云图生成过程对算法性能进行了验证，实现了

等值线追踪和等值域填充功能。 
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引言 

不规则三角网（TIN）通过将不规则数据点集进行三角剖分,使这些不规则点形成连续但不重叠的不规

则三角面片网来拟合连续分布现象的覆盖表面。在矿山压力监测时，常用“云图”颜色展示区域压力强度，

具体包括离散点数据网格化、等值线追踪和等值域填充三个步骤[1]。其中离散点数据网格化是整个过程

的基础也是本文论述的重点。最常用的离散点数据网格化是 Delaunay 三角剖分法。迄今为止出现了不少

成熟的算法，如分割-合并算法、逐点插入法以及三角网生长法等。其中三角网生长算法由于算法效率较

低，目前较少采用；逐点插入法虽然实现较简单，占用内存较小，但其时间复杂度差，效率较低；分割-

合并算法最为高效，但相对复杂，由于其深度递归，对内存要求比较高。它们的平均时间复杂度分别有 O(n)、

O(nlgn)和 O(n2)[2]。目前已有许多 Delaunay 三角网格的算法，比较流行的就是 Bowyer-Watson 算法

[3,4]，国内外多数的研究集中在逐点插入算法的搜索策略的改进 [5，6]和分治算法与逐点插入算法的合

成 [7，8]两个方面。本文就“云图”生成过程中 Bowyer-Watson 算法所出现的“三角形丢失”问题开展

研究，设计了一种基于点-邻接点-三角形的三角化算法，并实现了等值线追踪和等值域填充功能。 

1 数据结构设计 

一般三角网采用点-边-三角形和点-三角形结构等两种数据结构来实现。点-边-三角形存在检索方便

的优点，但运算效率直接受三角形废品率[9]制约，维护成本较高；而点-三角形结构所需的存储空间更小。
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本文采用了点-邻接点-三角形的数据结构，即便于邻接三角形、邻接边的检索又有效控制空间消耗。 

（1）离散点表：离散点表是所有点坐标数据的数据库，建立唯一标志 ID便于后续检索，另外通过邻

接顶点集合存储邻接点替代了“边”信息的存储。 

class Splash 

    { 

        public Splash(double x, double y, double v, int id) 

        { 

            X = x; 

            Y = y; 

            V = v; 

            ID = id; 

        } 

        public Splash(int id)  

        { 

            ID = id; 

        } 

        public double X { get; set; } 

        public double Y { get; set; } 

        public double V { get; set; } 

        /// <summary> 

        /// 用于标志点的唯一性 

        /// </summary> 

        internal int ID { get; set; } 

        /// <summary> 

        /// 邻接顶点集合 

        /// </summary> 

        internal int[] AdjoinVertexIndexs { private set; get; } 

} 

（2）三角形：记录最终生成的 TIN 数据，依赖于离散点表。 

class Triangle 

    { 

        /// <summary> 

        /// V0 顶点索引 

        /// </summary> 

        public int v0Index; 

        /// <summary> 

        /// V1 顶点索引 

        /// </summary> 

        public int v1Index; 
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        /// <summary> 

        /// V2 顶点索引 

        /// </summary> 

        public int v2Index; 

} 

2 TIN生成算法研究 

2.1 Delaunay 三角网格与 Bowyer-Watson 算法 

G.L.Dirichlet 提出了一种将平面划分为 Voronoi 区域的方法[10] 设 1{ }n

i iP  为平面上一点集，则每一点 iP

对应一区域 1 ,

{ :|| || || ||}i i j

j n j i

V P P P P P
  

   

称为点 iP
的 Voronoi 区域（又叫 Thiessen 区域或

Wigner-Scitz 单元），点 iP
称为 Voronoi 区域 Vi 的形成点。Voronoi 区域 Vi 是互不重叠的凸多边形区域（含

开口的凸多边形区域），且
i

iV

覆盖全平面（如图 1）。我们把
i iV

（ iV
表示区域 Vi 的边界）称为

平面的一个 Dirichlet 网格。当点集 1{ }n

i iP  给定时，平面的 Dirichlet 网格是唯一确定的。 

 

 

 

图 1 Dirichlet 网格 

 

当 1{ }n

i iP  为非共线点集时，连接有公共边的 Voronoi 区域的形成点，得到一链接点的 1{ }n

i iP  网格（见

图 2），称为 Delaunay 三角网格，网格中的三角形称为 Delaunay 三角形。连接点集 1{ }n

i iP  的 Delaunay 三角

网格总是存在的,当不存在退化的情形时，Delaunay 三角网格还是唯一确定的。[9]  
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图 2 Delaunay 三角网格 

 

Delaunay 三角网格具有以下性质：最接近，以最近临的三点形成三角形，且各线段(三角形的边)皆不

相交；唯一性，不论从区域何处开始构建，最终都将得到一致的结果；最优性，任意两个相邻三角形形成

的凸四边形的对角线如果可以互换的话，那么两个三角形六个内角中最小的角度不会变大；最规则，如果

将三角网中的每个三角形的最小角进行升序排列，则 Delaunay 三角网的排列得到的数值最大；区域性，新

增、删除、移动某一个顶点时只会影响临近的三角形；具有凸多边形的外壳，三角网最外层的边界形成一

个凸多边形的外壳。 

A.Bowyer 于 1981 年提出了一种生成 Delaunay 三角网格的加点算法， Bowyer-Watson 算法具体实现

如下： 

（1）假定已生成了连接若干个顶点的 Delaunay 三角网格； 

（2）加入一个新的节点，找出所有外接圆包含新加入节点的三角形（称为影响三角形，该三角形的

边称为影响边），并将这些三角形删除，形成一个空腔； 

（3）空腔的节点与新加入的节点连接，形成新的 Delaunay 三角形网格； 

（4）调整数据结构 新生成的三角形的数据填充被删除三角形的数据，余者添加在数组的尾部； 

（5）返回第（2）步， 直至所有的节点都加入为止。 

Bowyer-Watson 算法关键的第 2、3 步图示见图 3： 

 

图 3 Bowyer-Watson 算法关键步骤图示 
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根据上述 Bowyer-Watson 算法的基本思想，实现如下： 

 

开始

计算超级三角形顶点，加入至三角形列

表

输入散点集

列表

vertexIndex < 散

点列表长度？

初始化散点列表索

引vertexIndex

从三角形列表中删除当前点的

影响三角形；

记录影响边至影响边列表；

遍历影响边列表，找寻公共边

和空腔边；
删除公共边及端点彼此的邻接

点

空腔边与当前散点组成新的三
角形。添加至三角形列表。新

生成边端点添加至彼此邻接点

vertexIndex++

从三角形列表中删除所有关联

超级三角形顶点的三角形

结束

 
图 4  Bowyer-Watson 算法流程 

 

2.2 Bowyer-Watson 算法优化 

在散点分布较为均匀的情况下，Bowyer-Watson 算法能较好地生成 Delaunay 三角网格，但如果数据中

存在狭长散点集合时，使用该算法就有可能导致凸壳边丢失甚至无法形成三角网，存在“三角形丢失”和“狭

长四边形无法形成多边形”现象。 

“三角形丢失”现象逐步插入点过程如图 5(a)-(f)所示，经分析，(c)-(e)中三角形 T1、T2、T3、T4 均不

符合 Delaunay 三角网格最优性原则。因此图 5(e)点 4 插入完成后，执行“从三角形列表中删除所有关联超

级三角形顶点的三角形”时会导致三角形 T3 和 T4 同时删除，所以点{0, 1, 4}无法形成三角形。 
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(a) (b) 

  

(c) (d) 

 

 

(e) （f） 

图 5 “三角形丢失”现象逐点插入过程 

 

“狭长四边形无法形成多边形”现象逐点插入过程如图 6(a)-(d)所示，其中右侧图片是对左侧散点的放大

效果图。经分析，图中 T1、T2、T3 均不符合 Delaunay 三角网格最优性原则，导致无三角形形成。删除掉

所有与超级三角形顶点连接的三角形时会删除所有边。 
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(a) (a0) 

 
 

(b) (b0) 

  

(c) (c0) 

  

(d) (d0) 
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(e) 

图 6 “狭长四边形无法形成多边形”现象逐点插入过程 

 

图 5（f）和图 6（6）相对坐标分别见表 1 和表 2： 

 

表 1 图 5（f）相对坐标 

序号 X Y 

0 41.7984273088593 71.1123717264292 

1 28.4143449698921 58.3332977294922 

2 50.4443511962891 77.7778015136719 

3 50.4443511962891 76.0559856501982 

4 31.8826060764624 58.3332977294922 

 

表 2 图 6(e)相对坐标： 

序号 X Y 

0 113.428571428571 490.5 

1 113.428571428571 40.5 

2 110.857142857143 477 

3 110.857142857143 81 

 

为满足最优性原则，需进行局部最优化处理。Lawson 提出的局部优化过程 LOP(Local Optimization 

Procedure)，其基本做法如下所示： 

（1）将两个具有共同边的三角形合成一个多边形； 

（2）以最大空圆准则作检查，看其第四个顶点是否在三角形的外接圆之内； 

（3）如果第四个顶点是否在三角形的外接圆之内，修正对角线即将对角线对调，即完成局部优化过

程的处理。LOP 处理过程如图 8 所示： 
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图 8 Lawson 局部优化过程 

 

对所有新生成的三角形遍历其邻接三角形并按照 LOP 方式处理,在形成新的三角形后需要维护新旧邻

接三角形关系，同时 LOP 新邻接三角形，该算法运算效率较低，在工程中不常使用。因此本文提出了一种

基于点-邻接点-三角形的 O(nlgn)三角化算法，其运算效率较高，可解决实际工程中无法形成三角网和凸壳

边丢失问题。 

该算法核心思想是在插入点时计算新生成的三角形是否为固定三角形，固定三角不再参与后续点的影

响三角形判断，确保凸壳边不在三角化过程中删除。插入完成所有点并删除带有超级顶点的所有三角形后，

排查是否有遗失凸壳边，如果存在遗失凸壳边 α（端点 a、b），通过匹配 a 的邻接点与 b 的邻接点的共同

点 c，可以组成新的三角形 abc，并插入至三角形链表中。算法流程图见图 9。 
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开始

计算超级三角形顶点，加入至三角形列

表

输入散点集

列表

vertexIndex < 散

点列表长度？

初始化散点列表索

引vertexIndex

从非固定三角形中查找当前点
的影响三角形集合，并从三角
形列表中删除当前点的影响三

角形；

记录影响边至影响边列表；

遍历影响边列表，找寻公共边

和空腔边；

删除公共边维护端点邻接点；

空腔边与当前散点组成新的三

角形；
计算该三角形是否为固定三角

形；
新三角形添加至三角形列表。

维护三个顶点的邻接点关系。

vertexIndex++

从三角形列表中删除所有关联

超级三角形顶点的三角形

结束

计算凸壳

筛选丢失的凸壳边。查找凸壳
边两端点共同的邻接点并组成

新三角形，且插入三角形列表

 

图 9 基于点-邻接点-三角形的三角化算法流程 

 

以上算法涉及相关概念解释如下：超级三角形，包含所有散点的三角形；超级顶点，超级三角形上的
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顶点；凸壳，散点点集合的边界；影响三角形，某点在另外三点所组成三角形的外接圆内，那么该三角形

是某点的影响三角形；固定三角形，三角形有且只有一点为超级三角形顶点且该三角形一边为散点凸壳边

α 且该三角形剩下一个顶点和凸壳剩下的所有点不在线 α 同一侧。 

3 实例测试 

实验设备处理器配置为 Interl(R) Pentium(R) CPU G630 2.70GHz，经测试 361 个散点平均三角化时间为

24ms，如图 9(a)所示。矿井安全监测工程应用中钻孔设备往往仅有数十个，如图 9(b)为 23 个测力点的三

角化网格。图 9(c)为设置压力间隔为 20 个时等值线追踪后的图形，其中白色线条为等值线。图 9(d)为设置

压力间隔为 1000 个时生成的“云图”。 

 

 

(a) 

 

(b) 
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(c) 

 

(d) 

图 9 云图生成示意图 

 

4 总结与展望 

Bowyer-Watson 常用算法存在无法形成三角网和凸壳边丢失的问题，基于 Delaunay 最优性原则的局部

优化过程 LOP 可解决上述问题，但其引发的对邻接三角形维护所带来的空间消耗和时间复杂度降低了算法

效率。本文设计了一种基于点-邻接点-三角形的 O(nlgn)三角化算法，并实现了等值线追踪和等值域填充

功能，在提高效率的同时解决了三角形丢失问题。本文只对单一分块的数据进行算法设计，下一步我们将

针对实际工程应用中大量离散点情况下的算法优化及应用展开相关研究。 
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