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Abstract. Generally real-time Runge-Kutta (RK) formula should be provided with large 

stability region and small truncation error, when using real-time RK formula for real-time 
digital simulation of dynamics system. This paper analyses the stability region and 

truncation error of RK formula and considers the advantages of genetic algorithm for 
constrained optimization. And the parameter optimization for stability region and truncation 

error of RK formula is presented based on genetic algorithm principle and flow diagrams. 
Further, the maximum absolute stability region area and least truncation error of ODE23 

and ODE34 and ODE45 RK formula can be calculated through setting nondeterministic 
parameters of RK formula as the optimization variables and setting eigenvalue stability 

region and truncation error as objective function. The parameter values of real-time RK 
formula are also obtained. Finally, this paper deduces the all order real-time RK formulas. 
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摘要：在使用实时 Runge-Kutta（RK）公式对动力学系统进行实时数字仿真时，一般要求实时 RK 公式具有大

稳定域和小截断误差。在研究遗传算法基本原理和优化流程图的基础上，针对现有实时 RK 公式的稳定域和截断误

差进行分析，结合遗传算法求解约束优化问题的优点，对实时 RK 公式的稳定域参数和截断误差参数进行了优化。

以实时 RK 公式的非确定参数为优化变量，以关心的特征值稳定域面积和截断误差为目标函数的全局优化问题，计

算得出实时三级二阶、四级三阶和五级四阶 RK 公式的最大绝对稳定域面积和此前提下的最小截断误差，并且还得

出了各阶实时 RK 公式参数的具体数值，最后推导出各阶实时 RK 公式。 

关键词：数字仿真；遗传算法；龙格-库塔公式；实时仿真；参数优化 

中图分类号：O241.81    文摘标识码：A 

引言 

实时 RK 公式是一种典型的实时数字仿真算法公式，被广泛应用于动力学系统实时数字仿真

中。由于实时 RK 公式是一种近似积分方法，在反复的递推运算中会引进误差，为条件稳定，对
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于已知数学模型为： 

0 0( ) [ , ( ), ( )] ( )y t f t y t u t y t y                                                (1) 

的稳定的实时仿真系统，当采用实时 RK 公式进行实时数字仿真计算时，数值解的稳定性必须保

证，误差必须在允许范围内，否则计算结果将失去真实意义。由于 RK 的一般公式都是相同的，

但参数的不同选择使得稳定域和截断误差的大小不同，对实时 RK 公式的适用范围有着极大的影

响。因此，对实时 RK 公式的参数进行优化有着重要的理论意义和实用价值。 

相同的寻优问题，不同的优化算法有不同的寻优特性。单纯形法、梯度法、以及蚁群算法等，

这些方法都具有良好的寻优特性，但也有各自的缺点，如单纯形法对初值比较敏感，容易陷入局

部最优解，造成寻优失败；梯度法要求目标函数具有一阶导数，当目标函数具有窄长形的谷值时，

这种方法的效率很低，甚至得不到优化解；蚁群算法对于初始点的选取较为敏感，波动较大，算

法不够成熟。而本文采用的遗传算法是一种寻求全局最优且不需任何初始信息的高效优化方法，

从而对问题的依赖性较小，并且遗传算法对待寻优的函数基本无限制。具有简单通用、鲁棒性强、

适用于并行处理及高效实用等显著特点，适合对实时 RK 公式的参数进行求解约束的优化问题。 

1 遗传算法 

1.1 遗传算法基本原理 

遗传算法(GA)最先由 John Holland 于 1975 年提出，它的思想源于生物遗传学和适者生存的自

然规律。遗传算法是一种基于生物自然选择与遗传机理的随机搜索算法。遗传算法抽象了生物体

的进化过程，通过全面模拟自然选择和遗传机制，以编码空间代替问题的参数空间，以适应度函

数为评价依据，以编码群体为进化基础，以对群体中个体位串的遗传操作按所选择的适应值函数

通过复制、交叉及变异，对个体进行筛选，实现选择和遗传机制，建立起一个迭代过程。在这一

过程中，通过随机重组编码位串中重要的基因，使新一代的位串集合优于老一代的位串集合，群

体的个体不断进化，直到满足一定的条件，逐渐接近最优解，最终达到求解问题的目的[2, 3]。 

GA 的基本操作为：复制、交叉、变异。 

(1)复制。复制是从一个旧的种群中选择生命力强的个体串产生新的种群的过程。根据串结构

的适配值拷贝，也就是指具有高适配值的串可能在下一代中产生一个或多个子孙。它模仿了自然

现象，应用了达尔文的适者生存理论。 

(2)交叉。复制操作能从旧种群中选择出优秀者，但是不能创造出新的染色体。而交叉模拟了

生物进化过程的繁殖现象，通过两个染色体的交换组合来产生新的优良品种，它的过程为：在匹

配池中任选两个染色体，随机选择一点或多点交换点位置；交换双亲染色体交换点右边的部分，

即可得到两个新的染色体串，交叉体现了自然界中信息交换的思想。 

(3)变异。变异运算来自生物在自然界的遗传环境中由于各种偶然因素引起的基因突变。首先
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在群体中随机选择一个个体，对于选中的个体以一定的概率随机的改变串结构数据中某个串的值，

如：它随机的将串中的某个数据由 1 变成 0，或由 0 变成 1。同生物界一样，GA 中变异发生的概

率很低，通常取值在 0.001~0.1 之间，变异为新个体的产生提供了机会。如只有复制和交叉而没有

变异，则无法在初始基因组合以外的空间进行搜索，使得进化过程在早期就陷入局部最优解而进

入终止过程，所以为了在尽可能大的空间中获得优化解，变异操作是必需的
[4]
。 

1.2 遗传算法优化流程图 
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图 1  遗传算法优化流程图 

2 基于遗传算法的实时 RK 公式参数优化 

2.1 实时 RK 公式稳定域参数优化 

由于实时 RK 仿真算法是一种近似方法，运用实时 RK 算法公式进行实时仿真，当步长选得过

大时，它在反复递推运算中引入的误差积累将越来越大，使计算结果出现不稳定，本来稳定的系

统可能出现不稳定。而实时仿真必须允许采用大步长，因而有必要对实时 RK 公式的稳定域进行

分析。实时 s 级 p 阶 RK 公式一般形式为 
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为了采样方便，一般输入采样区间为 t h s  ，则 0,1 ,2 , ,ia s s p s 。当 s＝p+1 时，

相应的稳定函数为[5]
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据此，在复平面上的绝对稳定区域定义为 

}1)(:{  zPzD
                                                              (4) 

令 

1 1 1,

1

,
p

j

p i i

i

c b z e   



 
                                                  (5) 

则 

1( ) ( , ; )P z P   
                                                             (6) 

由于 )(zP 是关于实轴对称的函数和 0Re z ，一般选择优化目标函数及约束为 

1
/ 2

( ) max ( , ; )dQ P
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由于绝对稳定域面积的大小决定 RK 公式的稳定性，而且关于绝对稳定域面积的最大值求解

是一个典型的数值优化求解问题，因而适于采用遗传算法求解此类约束优化问题来确定 RK 公式

的稳定性。对于目标函数最大化问题，可用其负值的最小化问题替代为目标函数标准形式，求解

后，将结果再反号，则为原目标函数的最大化值。另外约束为
1 , ,( , , ) 0

ni j xg x x  的形式,可转换为

1 , ,( , , ) 0
ni j xg x x  的约束标准形式

[6]
。据此，实时 RK 公式稳定域优化目标函数及约束标准形式

为： 

1
/ 2

( ) min ( , ; )dQ P
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定义群体的个体数为 35，最大迭代次数为 200，交叉概率为 0.97，变异概率为 0.04，求得实

时 RK 公式最优参数值和对应的目标函数值为表 1 所示。 

表 1 实时 RK 公式的最大绝对稳定域面积 

实时 RK 公式 三级二阶 四级三阶 五级四阶 

1  0.07174 0.020854 0.004494 

稳定域面积 8.43563 9.75567 11.37342 

2.2 实时 RK 公式截断误差参数优化 

在确定实时 RK 公式的最大绝对稳定域后，截断误差则是构造实时 RK 公式的另一重要指标。
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由 RK 公式的局部截断误差定义可以推导出（2）式的局部截断误差
[7]
为关于 ζ 的函数 E 

其中， 

1 2[ , , , ]T

k  ζ
                                                             (11) 

而且 ζ 是关于（2）式中各系数 ci，ai，bij 的函数，而这些系数又必须满足一定的阶条件方程。阶

条件方程也是关于系数 ci，ai，bij的非线性方程，再加上前面的稳定域寻优结果方程 
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于是，我们得到了一个包含多个参数、多个代数方程的非线性方程组。选择 ic 和
ijb 作为自由参数，

则其它相关参数都是它们的函数。取局部截断误差函数 
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则 B 为 ic 和
ijb 的函数，即有 
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选择优化目标函数为 

,
1

( , ) min
i ij

k

i ij i
c b

i

B c b 


 
                                                           (15) 

约束为上述的非线性方程组。最后再次将目标函数和约束转换为标准形式，将优化目标函数及约

束采用遗传算法进行寻优计算，求解出截断误差参数为表 2 所示。 

表 2 实时 RK 公式截断误差参数 

实时 RK 公式 三级二阶 四级三阶 五级四阶 

截断误差参数 0.095238 0.0140736 0.0072357 

3 经过优化的新实时 RK 公式 

通过以上基于遗传算法的实时 RK 公式参数优化，可计算出实时 RK 公式中 ic 和 ijb 参数具体

数值。最后可推导出经过参数优化后的实时三级二阶 RK 公式、实时四级三阶 RK 公式、实时五级

四阶 RK 公式[8]分别为 
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1 1 2 3 4
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4 结语 

遗传算法寻优简单、鲁棒性强、易于并行化，是一种高效的全局寻优方法。遗传算法求解约

束优化问题是 GA 研究中的热门问题之一。本文所涉及的实时 RK 公式参数优化模型是一种典型的

约束优化问题，为保证遗传算法的高效高速寻优，在对实时 RK 公式参数优化时，必须选定合适

的优化目标，确定约束条件。通过仿真实例可以证明，基于遗传算法的实时 RK 公式参数优化所

得新实时 RK 公式相对经典 RK 公式具有更广泛的应用价值。 
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