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Abstract. Let  be a proper edge coloring of a connected graph G of order at least 3, where the 

color set is }1,,2,1,0{ k . If  can induce a proper vertex coloring of G , then  is called a twin 

edge k -coloring of G . The minimum number of colors for which G has a twin edge coloring is 

called the twin chromatic index of G . In this paper, twin edge colorings of finite 2-dimensional 

grids are studied, and it’s twin chromatic number is obtained. 
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中文摘要. 设 是一个阶至少为3的连通图G 的 k -正常边染色，其中颜色集合为 }1,,2,1,0{ k . 

若 能够诱导一个G 的正常点染色，则称 是G 的孪生 k -边染色. 最少的 k 值为G 的孪生边色

数，记为 )(Gt  .本文研究了有限2-维网格 ),( mnG 的孪生边染色，得到了相应的染色数. 

1  引言 

设G 为简单连通图，分别用 )(GV 和 )(GE 表示G 的顶点集和边集，并用 )(G 表示G 的最大

度， )(vd 和 vE 分别表示顶点 v的度数和 v的所有关联边构成的集合. 

Andrews在文献[1]中提出了孪生边染色的概念，并得到关于路、圈、完全图以及完全二

部图的孪生边色数. 所谓简单图G 的孪生 k -边染色 是指其诱导的点染色 是G 的正常点染

色 的 正 常 k - 边 染 色 ， 其 中  的 颜 色 集 合 为 }1,,2,1,0{ k ， 且 对 任 意 )(GVu ，

kuvu
vEuv

mod))(()(  
  ，最少的 k 值为G 的孪生边色数，记为 )(Gt  .  

由孪生边染色概念，显然以下引理成立. 

引理1.1 若G 是阶至少为3且存在相邻最大度点的简单连通图，则 1)()(  GGt . 

与孪生边染色密切相关的染色概念是邻点可区别边染色[2]，其中图G 的邻点可区别边染

色是指G 的任意相邻顶点具有不同色集的正常边染色，所用颜色数最少的值称为邻点可区别

边色数，记为 )(Ga . 
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由邻点可区别边染色与孪生边染色概念可知，图G 的任一 k -孪生边染色一定是G 的一个
k -邻点可区别边染色，但反之不一定成立，如3-阶路的2-邻点可区别边染色不是其孪生2-边

染色. 因此，对阶至少为3的简单连通图G ，有 )()( GG ta   . 

 Baril等在文献[2]中研究了多维网格图和超立方体的邻点可区别边染色，结果表明：多

维网格图和超立方体的邻点可区别边色数均等于它们的最大度加1.另外，Zhang在文献[3]中

提出了邻点可区别边色数猜想“设G 是阶至少为3的简单图，且 5CG  ，则 2)()(  GGa .”，

并验证了路、圈、树、完全图、完全二部图等特殊图类满足此猜想. Balister和Gyori等人在文

献[4]中验证了对所有的二部图和最大度为3的图都满足此猜想. Dai和Bu在文献[5]中给出了

邻点可区别边染色的一个上界：任意简单连通图 G 的邻点可区别边色数不超过 1)(3  G . 

Zhang和Lin在文献[6]中将此上界改进为 )2)((
2

5
 G . Bu等在文献[7]中证明了围长至少为6的

无孤立边的平面图的邻点可区别边色数不超过 2)(  G . 严丞超等在文献[8]中证明了围长至

少为4且最大度至少为6的平面图G 的邻点可区别边色数不超过 2)(  G . 更多的相关结果见

文献[9-14]. 

本文主要研究有限 2-维网格 ),( mnG 的孪生边染色，其中 ),( mnG 是指具有顶点集

}1,,1,0{}1,,1,0{  mn  的图，且顶点 ),( yx 与 ),( yx  相邻当且仅当 xx  且 1||  yy ，或 yy  且

1||  xx .文中未说明的符号和术语参见[15、16]. 

2  主要结果及证明 

设 2, mn ，关于 ),( mnG 的孪生边色数，有以下结果： 

定理2.1 若 2 nm ， 3 nm ，或 2m 且 3n ，则 4)),((  mnGt . 

证明  若 2 nm ，则 ),( mnG 为4-阶圈，显然， 4)),((  mnGt .若 3 nm ，或 2m 且 3n ，

则分以下两种情况进行讨论. 

情况1 3 nm . 显然， 4))3,3((  Gt ，所以仅需构造 )3,3(G 的一个 4 孪生边染色. 

设颜色集合为 }3,2,1,0{ . 并令 )0,0(1 u ， )0,1(2 u ， )0,2(3 u ， )1,0(4 u ， )1,1(5 u ， )1,2(6 u ，

)2,0(7 u ， )2,1(8 u ， )2,2(9 u . 构造 )3,3(G 的染色 ，显然， 1)( 1  u ， 0)( 2  u ， 1)( 3  u ，

0)( 4  u ， 2)( 5  u ， 3)( 6  u ， 1)( 7  u ， 3)( 8  u ， 1)( 9  u . 容易验证，是 )3,3(G 的一

个 4 孪生边染色. 因此， 4))3,3((  Gt . 

情况2 2m 且 3n .由引理1.1， 4))2,((  nGt . 为证明 4))2,((  nGt ，现在构造 )2,(nG 的一

个4-孪生边染色. 

设颜色集合为 }3,2,1,0{ ，并对 1,,1,0  nx  , 1,0y ，令 

0))1,)(0,(( xx ， 3)1(1)),1)(,((  yxyxyx . 

显然， 所用的颜色数是4. 

首先，证明 是 )2,(nG 的正常边染色. 对 )2,(nG 的顶点 )0,(x ， 1,,1,0  nx  ,由 的定义，

可知该顶点的可能关联边的颜色为 

3)(1))0,)(0,1(( xxx  ， 3)1(1))0,1)(0,((  xxx ， 0))1,)(0,(( xx . 

因 }3,2,1{))0,)(0,1((  xx ， }3,2,1{))0,1)(0,(( xx ， 所 以 ， ))1,)(0,(())0,)(0,1(( xxxx   ，

))1,)(0,(())0,1)(0,(( xxxx   . 若 ))0,1)(0,(())0,)(0,1((  xxxx  ，则 33 )1(1)(1  xx ，即 33 )1()0(  ，

这是不可能的. 因此， )0,(x 的不同关联边具有不同的颜色. 类似地，对任一点 )1,(x ，其所有

可能关联边也具有不同的颜色. 由以上分析可知， 是 )2,(nG 的正常边染色. 

其次，证明由 诱导的 )2,(nG 的点染色是正常的. 任取 )2,(nG 的一个顶点 ),( yx ，分以下

两种情况讨论是 )2,(nG 的正常点染色.  
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假设 0y .由 及的定义,顶点 )0,0( 及其邻点的颜色与 )0,1( n 及其邻点的颜色分别为 

2)0,0(  ， 1)0,1(  ， 3)1,0(  ， 43 ))1(1()0,1(  nn ， 

433 ))1()2(2()0,2(  nnn ， 43 ))(1()1,1( nn  ； 

显然， )0,0( 与其邻点具有不同的颜色. 假设 )0,2()0,1(  nn  ，则 43 ))1(1(0  n ，这是

不可能的，因为 3)1(11 3  n . 假设 )1,1()0,1(  nn  ，则可导出矛盾 02  . 因此， )0,1( n 与

其邻点具有不同的颜色. 

对顶点 )0,(x ， 2,,2,1  nx  ，由 及的定义, )0,(x 及其邻点的颜色分别为 

433 ))1()(2()0,(  xxx ， 433 ))()1(2()0,1( xxx  ， 

433 ))2()1(2()0,1(  xxx ， 433 ))2()1(2()1,(  xxx . 

假设 )0,1()0,(  xx  ，或 )0,1()0,(  xx  ，或 )1,()0,( xx   ，则可导出矛盾 21 或 20  . 

因此， )0,(x 与其邻点具有不同的颜色. 

假设 1y . 与 0y 的情形类似，顶点 )1,0( 及其邻点的颜色与 )1,1( n 及其邻点的颜色分别为 

3)1,0(  ， 0)1,1(  ， 2)0,0(  ， 43 ))(1()1,1( nn  ， 

433 ))()1(2()1,2( nnn  ， 43 ))1(1()0,1(  nn . 

显然， )1,0( 与其邻点具有不同的颜色. 假设 )1,2()1,1(  nn  或 )0,1()1,1(  nn  ， 

则可导出矛盾 43 ))2(1(0  n 或 20  . 因此， )1,1( n 与其邻点具有不同的颜色. 

对顶点 )1,(x ， 2,,2,1  nx  ，由 及的定义, )1,(x 及其邻点的颜色分别为 

433 ))2()1(2()1,(  xxx ， 433 ))1()(2()1,1(  xxx ， 

433 ))()2(2()1,1( xxx  ， 433 ))1()(2()0,(  xxx . 

假设 )1,1()1,(  xx  ，或 )0,()1,( xx   ，或 )1,1()1,(  xx  ，则可导出矛盾 02  或 21 . 因

此， )1,(x 与其邻点具有不同的颜色. 

由以上分析，是 )2,(nG 的正常点染色.                                   □ 

定理2.2 设任意整数 3, mn ，且满足 2)( 3 n 或 2)( 3 m ，则 5)),((  mnGt .  

证明 因 ),(),( nmGmnG  ，所以不妨假设 2)( 3 n . 由引理1.1， 5)),((  mnGt ， 所以仅需构

造 ),( mnG 的一个5-孪生边染色.  

设颜色集合为 }4,3,2,1,0{ ，并对 1,,1,0  nx  , 1,,1,0  my  ，令 

2)1())1,)(,((  yyxyx ， 32 ))((2)),1)(,(( yxyxyx  . 

显然， 所用的颜色数是5. 

首先，证明 为 ),( mnG 的正常边染色. 由 的定义可知， ),( mnG 任一顶点 ),( yx 的所有可能

关联边的颜色为 

32 ))((2)),1)(,(( yxyxyx  ， 2)1())1,)(,((  yyxyx ， 

32 )1)((2)),)(,1((  yxyxyx ， 2)()),)(1,(( yyxyx  . 

显 然 ，   ))},)(1,(()),1,)(,(({))},)(,1(()),,1)(,(({ yxyxyxyxyxyxyxyx  ， 且

)),)(1,(())1,)(,(( yxyxyxyx   .假设 )),)(,1(()),1)(,(( yxyxyxyx   ，则导出矛盾 20  . 因此，

),( yx 的不同关联边具有不同的颜色，即 是 ),( mnG 的正常边染色. 

其次，证明由 诱导的 ),( mnG 的点染色是正常的. 任取 ),( mnG 的两个相邻顶点 u 与 v，

不妨设 ),( yxu  且 )()( vdud  ，其中 1,,1,0  nx  ， 1,,1,0  my  . 根据 ),( mnG 的结构可知，

),1( yxv  或 )1,(  yxv . 现在需要证明 )()( vu   ，考虑4种情况：(i) 4)()(  vdud ；(ii) 2)( ud

且 3)( vd ；(iii) 3)( ud 且 4)( vd ；(iv) 3)()(  vdud .  

情况1 4)()(  vdud .由 及的定义，有 

3232 ))(()2)((),()( yxyxyxu                （1） 

当 ),1( yxv  时，由公式（1）可知， 
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3232 ))(1()1)(1(),1()( yxyxyxv   . 

假设 )()( vu   ，则产生矛盾 12  或 10  . 因此， )()( vu   . 

  类似地，当 )1,(  yxv 时，由公式（1）可知， 

3232 ))1(()2)1(()1,()(  yxyxyxv  . 

假设 )()( vu   ，则产生矛盾 10  . 因此， )()( vu   . 

情况 2 2)( ud 且 3)( vd . 则 )0,0(u ，或 )0,1(  nu ，或 )1,0(  mu ，或 )1,1(  mnu . 

当 )0,0(u 时，由 及的定义，顶点 u 及其相邻点在下的颜色分别为 

3)0,0(  ， 1)0,1(  ， 0)1,0(  . 

显然， u 与其相邻顶点具有不同颜色. 

当 )0,1(  nu 时，由 及的定义，顶点 u 及其相邻点在下的颜色分别为 

53 ))1(3()0,1(  nn ， 533 ))1()(()0,2(  nnn ， 53 ))(3()1,1( nn  . 

假设 )0,2()0,1(  nn  ，则可导出矛盾 3)(3 n ；假设 )1,1()0,1(  nn  ，则可导出矛盾

01  ． 

当 )1,0(  mu 时，由 及的定义，顶点 u 及其相邻点在下的颜色分别为 

5322 )))1(()1(2()1,0(  mmm ， 532 )))((3()2,0( mm  ，

532322 )))1(1())1(()1(4()1,1(  mmmm . 

假设 )1,1()1,0(  mm  ，则 32 ))1(1(20  m ，这是不可能的，因为该等式右端至少为2；

假设 )2,0()1,0(  mm  ，则 32322 ))((1))1(()1( mmm  ，当 m 为奇数时，则可产生矛盾

30  ；当m为偶数时，则可产生矛盾 13  . 

当 )1,1(  mnu 时，由 及的定义，顶点 u 及其相邻点在下的颜色分别为 

5322 )))1(1()1(2()1,1(  mnmmn ， 532 )))(1(3()2,1( mnmn  ，

532322 )))1(1())1(()1(4()1,2(  mnmnmmn . 

假设 )1,2()1,1(  mnmn  ，则 32322 ))(1(1))1(1()1( mnmnm  ，当m为偶数时，

则可产生矛盾 10  ；当m为奇数时，则有 33 )(1)1( nn  ，即 2)( 3 n ，这与条件 2)( 3 n 矛盾. 

由以上分析知， u 与 v具有不同颜色，即 )()( vu   ． 

情况3 3)( ud 且 4)( vd ．则 )0,(xu  ，或 ),1( ynu  ，或 )1,(  mxu ，或 ),0( yu  . 

当 )0,(xu  时，由 及的定义，顶点 u 及其相邻点在下的颜色分别为 

533 ))2()(()0,(  xxx ， 533 ))2()1(()1,(  xxx . 

假设 )1,()0,( xx   ，则可导出矛盾 10  . 

当 ),1( ynu  时，由 及的定义，顶点 u 及其相邻点在下的颜色分别为 

532 )))(1(3(),1( ynyn  ， 53232 )))(1())(((),2( ynynyn  . 

假设 ),2(),1( ynyn   ，则 32 ))((3 yn  ，这是不可能的，因为等式右端的值不超过2. 

当 )1,(  mxu 时，由 及的定义，顶点 u 及其相邻点在下的颜色分别为 

532322 )))1(())1(2()1(4()1,(  mxmxmmx ， 

53232 )))(())(2(()2,( mxmxmx  . 

假设 )2,()1,(  mxmx  ，当m为偶数时，则有 33 )()1( xx  ，这会产生矛盾 01  ；当m为

奇数时，则有 33 )1(1)(  xx ，这是不可能的. 事实上，设 rn 3)( ， 2,1,0r ，则有 3)1(1  rr ，

而此式无论 r取0，或1，或2均不成立． 

当 ),0( yu  时，由 及的定义，顶点 u 及其相邻点在下的颜色分别为 

532 )))((3(),0( yy  ， 53232 )))(1())(((),1( yyy  . 

假设 ),1(),0( yy   ，则 32 ))(1(3 y ，这是不可能的，因为该等式右端的值不超过2． 

  由以上分析知， u 与 v具有不同颜色，即 )()( vu   ． 
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情况4 3)()(  vdud ．则 )0,(xu  ，或 ),1( ynu  ，或 )1,(  mxu ，或 ),0( yu  . 

当 )0,(xu  时，由 及的定义，顶点 u 及其相邻点在下的颜色分别为 

533 ))2()(()0,(  xxx ， 533 ))2()1(()0,1(  xxx ， 533 ))1()(()0,1(  xxx . 

假设 )0,1()0,(  xx  ，则可导出矛盾 10  ；假设 )0,1()0,(  xx  ，则可导出矛盾 12  . 

当 ),1( ynu  时，由 及的定义，顶点 u 及其相邻点在下的颜色分别为 

532 )))(1(3(),1( ynyn  ， 532 )))1(1(3()1,1()1,1(  ynynyn  . 

假设 )1,1(),1(  ynyn  或 )1,1(),1(  ynyn  ，则可导出矛盾 10  ．  

当 )1,(  mxu 时，由 及的定义，顶点 u 及其相邻点在下的颜色分别为 

532322 )))1(())1(2()1(4()1,(  mxmxmmx ，

532322 )))1(1())1(()1(4()1,1(  mxmxmmx ，

532322 )))1(2())1(1()1(4()1,1(  mxmxmmx . 

假设 )1,1()1,(  mxmx  ，则可导出矛盾 12  ；假设 )1,1()1,(  mxmx  ，则可导出

矛盾 10  . 

当 ),0( yu  时，由 及的定义，顶点 u 及其相邻点在下的颜色分别为 

532 )))((3(),0( yy  ， 532 )))1((3()1,0()1,0(  yyy  . 

假设 )1,0(),0(  yy  或 )1,0(),0(  yy  ，则可导出矛盾 10  ． 

  由以上分析知， u 与 v具有不同的颜色，即 )()( vu   ． 

综上所述，是 ),( mnG 的正常点染色. 因此， 是 ),( mnG 的孪生边染色.       □ 

4．结束语 

因 ),( mnG 中存在相邻的最大度点，所以 1)),(()),(()),((  mnGmnGmnG at  .根据定理2.1

与定理2.2的结果，可得到以下结论：若整数 3, mn 满足 2)( 3 n 或 2)( 3 m ，则 

1)),(()),(()),((  mnGmnGmnG at  . 
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